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摘要：码字深度是研究码字复杂性的一个重要工具，文献[1]和[2]分别给出了域 和域 上码字的深度的

快速计算方法，本文定义了环

2F qF

kp
Z 上码字的深度，给出了一种快速计算环 kp

Z 上码字的深度的算法。 
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Abstract: The depth of a codeword is an important tool for studing complexity of a codeword. 

Fast algorithms for calculating the depth of a codeword over field and are separately given 

in [1] and [2]. In this paper, we define the depth of a codeword over Ring 

2F qF

kp
Z , and give a fast 

algorithm for calculating the depth of a codeword over ring kp
Z . 
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1 引言 
由于有限域上的编码理论的发展日趋成熟，因此近十几年来很多从事编码理论研究的

学者将研究兴趣转移到模正整数 的剩余类环k kZ 上的理论研究[3-6]。研究码及码字的结构是

编码理论的一个重要研究方向。码字的深度是刻画码字复杂性的一个重要特征[1]，也是研究

移位寄存器序列的线性复杂性的有力工具[1]ˊ。Etzion在文献[1]中首先提出了域 上码字

深度的概念，研究了码字深度的一些基本性质，给出了一个计算 2 元码字深度的递归算法；

Lao等在文献[2]中给出了域 上码字深度的两种算法，其中一种递归算法只有在 n较小时适

用，另一种算法是快速有效算法；文献[7]讨论了 2 元循环码的深度分布；文献[8]将码的深

度分布应用于码的周期分布研究中。这些研究都是有限域上的码的深度研究，本文定义了 

2F

qF
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环 kp
Z 上码字的深度，并给出了深度的一个简单性质。由于环 kp

Z 上码的结构比域 上码 qF

的结构复杂得多，因此要给出环 kp
Z 上码字的深度的快速算法比给出域上码字的深度的快速

算法困难得多，本文给出了能简化计算的关键性引理 2，从而给出了一种快速计算环 kp
Z 上

码字深度的算法。 
 

2 基本概念 

设 p是素数， kp
Z 是整数环模

kp 的剩余类环，其中 是大于等于 2 的自然数（因  k 1k =

时， pZ 为域，文献[2]中已研究）。对 1 2( , , , ) k
n

n p
x x x x Z∀ = ∈L ，定义 x的微分为 

2 1 3 2 1( , , , n nDx x x x x x x −= − − −L ) . 
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    显然，对 ，恒有 ，且 的充要条件是存在

使 。值得注意的是，在域上， 与

n
pkZx∈∀ nxDepth ≤≤ )(0 ixDepth =)(

*
kpZa∈ ][)( 11 +−− = ini axD )0( ≠aax x有相同的深度，而

在环 上此结论不一定成立，如在 中， 但  

。因此，建立环 上的深度理论是必要的，下面给出环 上线性码的码字深度的一

个简单性质。 
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3 主要结论 

令 为 上的距阵，其中 ，直接验算可知，对 1)( −×= mmijm aA kpZ
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即 时（3.2）式成立；假设 时（3.2）式成立，由于 ，

由 的定义直接验算， 时（3.2）式也成立。故（3.2）式得证。 
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    （2）由（1）的证明知，在 中 ，即（3.3）式在

时 成 立 ； 假 设 时 （ 3.3 ） 式 成 立 ， 即 ， 由
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故 时（3.3）式也成立，因而（3.3）式得证。 1+= mi
    为了使建立的算法快速有效，需要先证明下面能简化计算的关键性的引理 2。 
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    证明  由于此引理证明很困难，为了简单明了，下面证明过程中出现的等式都是模

情况的。又 时引理显然成立，故在下面证明过程中设 。 
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成立，利用这两个同余式，对 使用归纳法，证明引理如下： m
（1） 当 时，引理显然成立； 1=m
（2） 当 时（注，为了证明简单，此种情况必须证明），由（3.5）式得： 2=m
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又连续两次利用（3.4）式得： 
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令 ，1 ，下面计算（3.6）式与（3.7）

式中 的系数，其中 为非负整数， ， 。 
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成立，由于 ，代入上式即得 时，引理成立； lpji = 2=m
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再由（3.5）式知 
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类似于 的情况，比较(3.8)式与(3.9)式中 的系数即可得： 2=m
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即引理对 式也成立，由归纳法知，引理成立。 tm =
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由于 )()( xdepthxdepth ≥ ，故 )()( xdepthxdepth = ，当且仅当 

011211 =++++ +−−+ mnmmnmnmn xaxaxax Λ ；当 

011211 ≠=++++ +−−+ axaxaxax mnmmnmnmn Λ 时， ]0[)( axD mnm −= ，则 

1)( += nxdepth ；反之亦然。 

（2）由于 nxdepthxdepth ≤≤ )()( *
，由（1）得， )()()( * xdepthxdepthxdepth ==  
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（1） 如果 ，则 ； ]0[ nx = 0)( =xdepth

（2） 如果 ，  ，则 ； ][ nax = kpZa ∈≠ )0( 1)( =xdepth

（3） 如果 ，则 ； ]0[
kmpnx −= )()( ydepthxdepth =

（4） 如果 ，则 。 ]0[
kmpnx −≠ )()( zdepthpxdepth km +=

定理 1  算法 1 是正确的。 
证明 （1），（2）由定义即得证。 

（3）如果 ，则 ，由引理 4 知， ]0[)(
kmkm pnp xDz −== npxdepth km <<)(

)()( ydepthxdepth = ； 

（4）由于 ，则 ，由深度定义即得： ]0[)(
kmkm pnp xDz −≠= kmpxdepth >)(

)()( zdepthpxdepth km += 。 

 

4 总结 

显然，本文给出计算环 kp
Z 上码字深度的算法在计算机上很容易实现，因此此算法对研

究环 kp
Z 上码的深度分布是有参考价值的。环 kp

Z 上码的深度有关性质，特别是一些特殊类



型码（如线性码，循环码等）的深度分布仍有待进一步研究。 
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